Cycle 3. Etude et modélisation des systemes dynamiques a masse
conservative

Chapitre 4 : Principe fondamental de la dynamique (PFD)
Théoréme de I’énergie puissance
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Z.g Comment déterminer les équations différentielles de mouvement d’'un ensemble de solides ?
& | Comment résoudre ces équations et trouver les inconnus ?
B. Modéliser:
~ - Exprimer la puissance des actions mécaniques intérieures a un systeme
2 - Exprimer la puissance des actions mécaniques extérieures a un systeme de solides par rapport a un repere
¥

- Appliquer le PFD a un systéeme de solides
- Appliquer le théoréme de I'énergie puissance a un systéme de solides
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1. Principe fondamental de la dynamigue des systémes a masse conservative

1.1. Définition

Il existe au moins un espace-temps appelé galiléen, tel que le torseur des actions mécaniques appliquées a un systéme
matériel E est égal au torseur dynamique de ce systeme E dans son mouvement par rapport a R.

{T(ext—> E) }= {Td(E/R) }

Ou encore :

E(fext —>E) @(E/ R) -
D> M, (F(ext - E)) L BAEIR)],

1.2. Référentiels galiléens

Un espace-temps est défini par une chronologie galiléenne et par un repére galiléen. L’ensemble constitue un référentiel
galiléen.

En mécanique classique le temps est le méme pour tous les observateurs. L’échelle de temps est la seconde.
Le repére est un espace a trois dimensions. L unité de longueur est le métre.

Le choix du repére galiléen est fonction du probléme pose.

Repéres Galiléen approchés :

Le repére de Copernic : origine au centre d'inertie du systeme solaire + trois directions stellaire "fixes". Il constitue une
excellente approximation d’un repére galiléen. Il convient pour I’étude des fusées interplanétaires.

Le repére lié au centre d’inertie de la terre : origine au centre d'inertie de la terre + les directions stellaires précédentes
(repére en translation non rectiligne et non uniforme par rapport au précédent). Il constitue une trés bonne approximation

d’un repére galiléen. Il convient pour I’étude des systémes matériels restant au voisinage de la terre.

Le repeére terrestre : il convient en général aux phénoménes mécaniques classiques.

2. Théoréme des actions réciproques

Ce théoreme a déja été démontré dans le cadre du cours de statique de PTSI. Soient E; et E, deux systémes matériels disjoints
et E= (E]_U E2)

Considérons les torseurs s'exercant sur : @

E:: {TE2—>E1} torseur des efforts exercés par E, sur E;.

E,: {TEHE2 } torseur des efforts exercés par E; sur E,.

{TE2—>E1} = - {TE1—>E2 } e

Théoréme:

E; et E, étant deux systemes matériels disjoints, le torseur des actions mécaniques exercées par E; sur E, est opposé au torseur
des actions mécaniques exercées par E; sur E;.
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3. Théorémes généraux

Du principe fondamental de la dynamique, traduisant 1’égalité de deux torseurs, on peut déduire deux égalités vectorielles : ce
sont les théorémes généraux.

Soit m la masse et G le centre d’inertie d’un systéme matériel E en mouvement par rapport au repere galiléen R. soit un point
A quelconque.

3.1. Théoréme de la résultante dynamique

> Fext>E)=mI[(GR) @@

3.2. Théoréme du moment dynamigue

> M, (F(ext >E))=8,(E/R)| @@

3.3. Cas particuliers

3.3.1. Cas d’un solide S en mouvement de rotation par rapport a R

G est le centre d’inertie du solide S appartenant a I’axe de rotation A orienté par le vecteur T. Le moment d’inertie su
solide S par rapport a I’axe A estnoté : |, .

> F(ext—S) =mI(G/R) =0

. =M (F(ext >8))=5¢(S/R)=1,0T

3.3.4. Cas d’un solide S en mouvement de translation par rapport a R

> F(ext —S) =mI'(G/R)

> Mg (F(ext —»S)) =58, (S/R) =0
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4. Equations différentielles du mouvement

Soit un systeme matériel E, en mouvement, dont la position par rapport au repére galiléen est définie par n paramétres g;(t).
L’application du principe fondamental de la dynamique a E conduit a écrire deux équations vectorielles. La projection sur
un axe d'une équation vectorielle donne une équation scalaire, qui est une équation différentielle du second ordre, non

linaire en général de la forme :

f(ai(®), ai'(®), ai" (1), 1).

Dans cette équation différentielle peuvent figurer outre mg
les parametres q;(t), les dérivées premiéres et secondes
par rapport a t ¢;'(t), gi"(t) et la date t, des données du

R
repos
o (5) -
ngueur Ly
ﬂ-.—"‘.

1

probléme (données géométriques, d'inertie,
composantes connues ou inconnues  d'actions -
. - = R Llongueur Lytx=1L
mécaniques,...). Joa e
_\/\,AV&G"‘ mg+T+R =m3 aveeT =-kxi
C’est une équation de mouvement. _o ™ ., Projection sur laxe Ox

5. Puissance des efforts extérieurs, des inter-efforts

5.1. Puissance des efforts extérieurs a un systéme

5.1.1. Cas d’un solide
Un seul solide S ne peut &tre soumis qu'a des actions extérieures :

v’ Actions de contact dans ses liaisons avec les autres solides ;
v' Actions a distance : pesanteur en général.

Ces actions se résument au torseur des efforts extérieurs.

Ces actions extérieures développent une puissance galiléenne
qui est le comoment du torseur cinématique du solide S
exprimé par rapport au repere galiléen R et du torseur des
efforts extérieurs appliqués a ce solide :

P(ext— S)={T(ext > S}® {V(S/R)} @

Remarques :

— ke =mx"  mx"+kx=0

»
>

R(ext—S) — Ma(ext—S)

A

+

o Repére galiléen Ry
9 ) » ¥

Xg

v Ce résultat ne peut étre appliqué que dans le cas de forces agissant sur un solide indéformable.
v" Le comoment de deux torseurs ne dépend pas du point choisi, mais le calcul doit étre effectué en utilisant le

méme point pour la réduction des deux torseurs.

v" Lavaleur de la puissance depend du choix du repére par rapport auquel le solide se déplace.
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Les expressions des torseurs étant les suivantes :
T(ext—>9) = _ V(S/R)}=| _
{ } R(ext — S) { } Q(S/R)

M, (ext —S)] V(AeS/R)J,

Alors: |P(ext — S) = R(ext - S).V(AeS/R)+M,(ext - S).Q(S/R)

Cas particuliers :

v" L'action mécanique peut étre modélisée par un glisseur dont la droite d'action passe par A (mouvement de
translation):

PL—>S)=_ ® . ~R(1—>S).V(AcS/R) @
R(L—>S) O(S/R)
0 V(AeS/R),

A

F : force exercée par la tige du vérin
: v . vitesse en sortie de tige
‘ oI, s:section du piston
I / Q, : débit regu
T p : pression dans la chambre du vérin.

La puissance utile d'un vérin est donnée par la relation :
P,=Fxv

v L'action mécanique peut étre modélisée par un torseur couple (mouvement rotation)

P(l—S)= ® =C.Q(S/R -
1=5) Q(S/R) (5/R) A

V(AeS/R)/,

O o

A

L'unité de la puissance est le Watt ou N.m.s™ ou kg.m?s>.
C'est la puissance développée par une force de un Newton appliquée & un point matériel animé d'une vitesse de un
métre par seconde dans la direction (vectorielle) de la force.

Autres unités :1Ch =736 W; 1kW =1,36 Ch

5.5.2. Cas d’un systéme de solides

Dans le cas ou plusieurs actions extérieures s’exercent sur un systéme de plusieurs solides, il est recommandé de
calculer séparément les puissances développées par chaque effort agissant sur chacun des solides. Cela permet de
choisir, pour le calcul de chague comoment, le point de réduction le plus adapté (celui qui donne les calculs les
plus simples
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6. Puissance développée par des inter-efforts dans une liaison élémentaire

Considérons deux solides Sq et S en mouvement par rapport a un repere R, reliés par une liaison dont le torseur statique
est {TSHS2 }

La puissance développée, a l'instant t, par les inter-efforts s'exercant entre S1 et Sy dans leur mouvement par rapport a R est
donnée par 1’expression suivante :

P(S, «»S,/R)=P(S, > S, /R)+P(S, >S, /R) = {To,,. }® {V(S, I R) }+ {Te s, }® {V(S, /R) }
Or d'aprés le théoreme des actions réciproques :

{Tezs f=—{Tsssse f doNC:

P(S, »S,/R) = {Ty, s }® {V(S, /R) - V(S, IR) } = {Ts, ., }® {M(S, /S,) }

La puissance développée par les inter-efforts dans une liaison entre deux solides est indépendante du repeére.

PES, ©8)={Toa j® V6, /S)) @

Cas particuliers de la liaison parfaite :

Deux solides Sq et Sy sont en liaison parfaite si, quel que soit le mouvement de So par rapport a S autorisé par la liaison, la
puissance developpée par les inter-efforts s'exercant entre Sq et Sy est nulle.

P(S, <>S)={Tos }® {V(S,/S,) }=0 L

7. Travail

On considere 2 systémes matériels X et E. Le systéme matériel X exerce sur le systtme matériel E une action mécanique. Le
systéme matériel E est en mouvement par rapport & un repére R.

On appelle travail, entre les dates t; et t,, de I’action mécanique du systéme matériel X sur le systtme matériel E, dans le
mouvement de E par rapport a R, ’expression :

t2
W (S > E/R) = [P(E—>E) dt ou P=z_"t" -

tl

Par dérivation de cette expression, on obtient le travail élémentaire entre les dates tet t + dt :

dW (X —>E/R)=P(Z—E)dt

L’unité de travail est le Joule noté J ou N.m ou kg.m?s?. C’est le travail développé par une force de un Newton dont le point
d'application se déplace de un métre dans la direction de la force.
Autre unité : 1 kWh = 3600 J.

Remarque :
Comme la puissance développée par les actions mutuelles, le travail des actions mutuelles est lui aussi indépendant du repére.
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Remarques :

v"Un ensemble matériel posséde de I'énergie lorsqu'il est capable de développer une puissance (ou encore de
produire un travail).

v/ L'énergie cinétique et I'énergie potentielle sont les deux formes d'énergie mécanique.
v L'énergie cinétique correspond a I'énergie acquise par un ensemble matériel lorsqu'il est en mouvement. La

disparition de la cause ayant entrainé ce mouvement ne provoque pas la fin du mouvement. Il se poursuit
grace a l'énergie cinétique acquise.

9. Rendement

Le rendement n d’une machine est égal au rapport de la puissance (ou énergie) restituée sur la puissance (ou énergie) fournie ou
regue.

Prestituée  Wrestituée o W perdue (pertes
n= ce _ €1 ¥ p (pertes) —
Pfournie ~ Wfournie restituée
W fournie > H #
_ Pfournie — Pperdue 1- Pperdue <1 # I (sortie)
n Pfournie Pfournie (entrée)

_— — 5 machine
AR A A

™

Remarque : I’énergie perdue peut 1’étre sous forme de chaleur, de frottements, etc...

10. Théoréme de 1’énergie cinétique 0U énergie-puissance

10.1. Cas d’un solide

La puissance galiléenne développée par les actions extérieures au solide (S) a pour expression :

P(ext — S) = {T(ext —> S)}® {V(S/R)}

Le théoreme de I'énergie cinétique dit aussi théoréme de I’énergie-puissance :

La puissance galiléenne des actions extérieures appliquées a un solide est égale a la dérivée de son énergie cinétique

galiléenne.
SOER_peas)| @
Remarque :

Dans cette expression, les dénominations puissance et énergie cinétique galiléennes ne sont pas superflues mais
essentielles. Les calculs seront toujours effectués par rapport au repére galiléen.
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10.2. Cas d’un ensemble de solides

Considérons I'ensemble E constitué ici des solides S; et S; assemblés par la liaison L;.

A ‘ . ! Ma{ext—S;)
R(ext—Si) / Ma(ext—Si) 7/‘ !

£ B

R(ext—S))

Repére galileen Ry
Oy

Yo

\

En généralisant a un ensemble de n solides reliés par p liaisons, le théoréme de 1’énergie-puissance se résume a la
formule suivante :

n-1,n

}:Zn:P(EaSiH > PGS ©S)

i=1,j=2

{d(T(E IR)
dt

Ou de facon plus synthétique :

[d(T(E /R)

SR EoprrE @

Avec :
P...(E — E): Puissances galiléennes développées par les actions extérieures a I'ensemble E
P...(E) : Puissances développées par les actions intérieures a I'ensemble E.

Remarque sur la méthodologie de résolution d'un probléme de dynamique

On cherche soit:
e des actions mécaniques,
e des paramétres de mouvement.

Dans les 2 cas, le nombre des inconnues va décider de la difficulté de résolution.

Si le sujet demande de trouver plusieurs efforts et moments = j'applique le PFD a un ensemble de solides E au point P dans
le repére galiléen R, et en projection sur la base B;.

A Si le probléme n'a qu'UNE inconnue: inutile de se lancer dans I'application compléte du PFD.
Suivant I'inconnu a déterminer (effort, couple...), il faut appliquer le théoréme de la résultante dynamique ou
du moment dynamique en projection sur I'axe recherché.

Ex : chercher le moment donné par un moteur sur Az — appliquer le Th. du Mt Dynamique aux solides concernés,
en A, et projeté sur z
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