Cycle 3. Etude et modélisation des systemes dynamiques a masse
conservative

Chapitre 3 : Cinétique
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an Quels sont les éléments cinétique d’un solide et comment les déterminer ? Comment formaliser
o | ces éléments par les torseurs cinétique et dynamique ? Comment déterminer l'inertie équivalente
en rotation autour d’un axe ? Comment exprimer I'énergie cinétique d’un systeme de solides ?

B. Modéliser:
- Ecrire les torseurs cinétique et dynamique d’un ensemble de solides par rapport a un repére

- Exprimer I'énergie cinétique d’un systéme de solides dans un repere

Savoir

Analyser

Réaliser Compétences

LY

Modéliser

Expérimenter



.

- =
i LA W
] ceercron ronosussor
- -——

CPGE - PT Mr Pernot
Cinétique

1. Eléments cinétiques d’un solide

On considére un systéme matériel E, & masse conservative m de centre d’inertie G, en mouvement par rapport & un repére R. Soit
un point A pris arbitrairement.

1.1. Torseur cinétique d’un systéme matériel

Le torseur cinétique ou torseur des quantités de mouvement dans son mouvement par rapport a R est défini par :

Viurm
(TL(E/R)}=[ _. ; Y
R-(E/R)= [ V(M/R)dm
MeE
on(E/R)= [ AM AV (M/R)dm
MeE A ,,’
) ’

RC (E / R) est la résultante cinétique ou quantité de mouvement de E par rapport aR ;

(SN (E / R) est le moment cinétique en A de E dans son mouvement par rapport a R.

1.2. Torseur dynamique d’un systéme matériel

Le torseur dynamique ou torseur des quantités d’accélération de E dans son mouvement par rapport a un repére R est

défini par :
{To(E/R)} =

Ry(E/R)= [ T(M/R)dm
35,(E/R)= | AETAAF(M/R)dm

MeE A

R,(E/R) est la résultante dynamique ou quantité d’accélération de E par rapporta R ;

Op (E/R) est le moment dynamique en A de E dans son mouvement par rapport a R.

1.3.Energie cinétique d’un systéme matériel

L’énergie cinétique du systeme matériel E dans son mouvement par rapport a R est le scalaire suivant :

1rr— 2
T(E/ R):Ej [V(M/ R)] dm| Unité : le Joule : [ = kg.m.s

E

Remarque : dans la suite du cours, on verra comment transformer les intégrales en produit matriciel.
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2. Cas d’un solide

Considérons le cas ou le systeme matériel E est un solide indéformable S en mouvement par rapport au repére R. Soit O
I’origine du repére R et G le centre d’inertie du solide S.

2.1.Résultante cinétique et résultante dynamique

En utilisant le principe de conservation de la masse on peut écrire :

MeS

- - d R d——
R.(S/R) = j V(M/R)dm = M[S(aom jR dm :(EMJ;SOM dml :m(aoel

On en déduit :

® |R.(S/R)=mV(GIR)

Ce qui signifie que la quantité de mouvement d’un solide est égale a celle de son centre d’inertie affecté de la masse totale
de I'ensemble.

De la méme fagon on montre que :

® |R,(S/R)=mI(GIR)

Ce qui signifie que la quantité d’accélération d’un ensemble matériel est égale a celle de son centre d’inertie affecté de la
masse totale de I'ensemble.

On peut donc en déduire que la résultante dynamique est la dérivée de la résultante cinétique :

d

| 4 FTD(S/R)z(a

RT(S/R))

R

2.2. Moment cinétigue et moment dynamigue

2.2.1. Moment cinétique

Dans le cas ou le systeme matériel E est un solide indéformable S, V(M/R): \'/(M eS/R) et le champ des vitesses

peut étre décrit par un torseur cinématique. On peut donc écrire la relation suivante dans laquelle le point A est
quelconque :

V(M/R)=V(MeS/R)=V(AeS/R)+MARAQS/R) (Varignon)

En la remplagant dans 1’expression initiale du moment cinétique, il vient :

ca(S/R)= | mA(V(AES/R)+MAAQ(S/R))dm

MeS

Cinétique page 3/11



CPGE - PT Mr Pernot

Cinétique

= j AM A V(A eS/R)dm + j m/\(MA/\Q(S/R))dm

MeS MeS

[I(AS)]Q(s/R)

= [ AM dmAV(A€S/R)+[I(A,S)]O(S/R)

=mAG A V(A eS/R)+[1(A,S)]Q(S/R)

® [c.(S/R)=[1(AS)]QS/R)+mAG A V(A €S/R)

Cas particuliers :

v' Si le point A est confondu avec le centre d’inertie G, alors :

® |[0.(S/R)=[I(G,S)]Q(S/R)

v Si le point A est un point fixe de R, alors :

® [c.(S/R)=[I(A,S)]Q(S/R)

Pour déterminer le moment cinétique en un point quelconque B, il suffit d’appliquer la relation liant les moments
d’un torseur (Varignon):

65 (S/R)=0,(S/R)+BAAMV(G/R)

2.2.2. Relation entre moment cinétique et moment dynamigue

En dérivant I’expression du moment cinétique, on obtient :

{M} =[it [ m/\V(M/R)dm} = | [%(WAV(M/R) dm)}

dt M eS Me R

j{im} AV(M/R) dm + j m/{EV(M/R)} dm
MeS dt R MeS dt R

F(M/R)

I[EEJF%CW} AV(M/R) dm + j AM AL(M/R) dm
MeS R

MeS

3 (S/R)

Cinétique
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= j(—V(A/R)+\7(M/R))AV(M/R) dm+5,(S/R)= [ ~V(A/R)AV(M/R) dm+5,(S/R)

MeS MeS

=—V(A/R) A j V(M/R) dm+38,(S/R)=-V(A/R) AmV(G/R)+35,(S/R)

MeS

mV(G/R)

On en déduit :

4 E(S/R){%Q(S/R)} +V(A/R)AmV(G/R)

R

Attention : on devra utiliser la relation suivante si nécessaire :

[%E(S/ R)L =[%Q(S/ R)L +Q(R,/R)AG,(S/R)

Cas particuliers :

v" Sile point A est confondu avec le centre d’inertie G, alors :

| g(S/R):%[g(S/R)JR

v" Si le point A est un point fixe de R, alors :

@ a(S/R)=%[7(S/R)}R

v Si V(A/R) et V(G /R) sont paralléles, alors :

a(S/R)=%[a(8/R)}R

Remarque : Pour déterminer le moment dynamique en un point quelconque B, il suffit d’appliquer la relation liant les
moments d’un torseur (Varignon):

85(S/R)=3,(S/R)+BA AmI(G/R)
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2.2.3. Projection du moment dynamigque sur un axe

Il arrive fréquemment, dans les problémes de mécanique, que 1’on ait besoin que de la projection du moment
dynamique sur un axe. Soit (A, ii) cet axe. La projection du moment dynamique s’écrit :

do,(S/R)
dt

___________________________________________________

o Eu.{da(S/R)} :{da(S/R).G} —a(S/R).[d—U}

U.E(S/R):U.|: } +0V (A/R)AMV (G/R)

dt

U.S*A(S/R){W} —G—A(S/R).{%L+U.\7(A/R)/\m\7(G/R)

Cette expression se simplifie si on prend G en A, ou A point de vitesse nulle, ou en projetant sur un axe fixe. Mais
dans tous les cas il n’y a pas a calculer d’accélérations.

3. Energie cinétique

Comme nous I’avons déja vu, dans le cas ou le systeme matériel E est un solide indéformable S, le champ des vitesses peut étre
décrit par un torseur cinématique :

V(M eS/R)=V(AeS/R)+MAAQS/R)

En remplagant la relation précédente dans 1’expression de 1’énergie cinétique, il vient :

T(S/R):%I [V(MeS/R)Tdm:%J [V(AGS/R)+MA/\Q(S/R)Tdm
T(S/R):%I [V(AeS/R)+MAAQ(S/R)].[V(MES/R)Jdm
=%M[S [V(AES/R)].[V(MeS/R)}dm+M[S [MAAG(S/R) ]| V(MeS/R)dm

_Yaesim), [ V(Mes/R)dm +Q(S/R). [ AMAV(MeS/R)dm
2 MeS MeS
mV(GeS/R) oa(SIR)

On en déduit I’expression de 1’énergie cinétique :

v T(S/R) :%mV(A eS/R)V(GeS/ R)+%ﬁ(S/R).i(S/R)

Energie cinétique de translation Energie cinétique de rotation
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Cette expression est aussi le comoment du torseur cinématique et du torseur cinétique :

Q(S/R mV(GeS/R
o [T(s/R)=2] TR | MVICESIR)
2|V(AeS/R)], | oa(S/R)

-~
Torseur cinématique Torseur cinétique

Cas particuliers :

v' Sile point A est confondu avec le centre d’inertie G, alors :

4 T(S/R):%mVZ(GeS/R)+%ﬁ(S/R).[I(G,S)]ﬁ(S/R)

v Si le point A est un point fixe de R, alors :

4 T(S/R):%ﬁ(S/R).[I(A,S)]ﬁ(S/R)

v' Sile solide S est animé d’un mouvement de rotation autour de ’axe ( )du repére R.
et

On pose : | ,moment d’inertie du solide S par rapport a I’axe (O, Z) Q(S/ R) =wz, alors :

(02

1 2
® [T(S/R)=71oy0

v" Sile solide S est animé d’un mouvement plan, dans le plan ( V)du repere R.

X,
On pose : I(o ;moment d’inertie du solide S par rapport a I’axe (O 2) et Q S/R) oz, alors :

1 —2 1
L T(S/R):Emv (GES/R)+E|(O,Z)(D2

L’énergie cinétique ne dépend pas du point de calcul, il est donc toujours intéressant de la calculer en un point avec
des propriétés simplificatrices.
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Eléments cinétiques d’un ensemble de solide

Soit E un systéme constitué de n solides Si en mouvement par rapport au repére R. Pour déterminer les éléments cinétiques du
systéme E, on procéde généralement en calculant ces éléments pour chacun des solides, puis on effectue ensuite leur somme en
prenant la précaution, dans le cas des moments cinétiques et dynamiques, de les réduire en un méme point.

Remarque : le point A n’est pas forcément un point de E, mais ce point n’est ni G, ni un point fixe.

1. Torseur cinétigue

n

{TC(E/R)} =D {TC(E/R)} =

i=1

R.(E/R) zznjFTc(si /R) :imi\?(c;i €S /R)=mV(G./R)

i=1 i=1

on(E/R) =Y 6,(S,/R)

i=1

2. Torseur dynamique

n

{TA(E/R)} =) {Td(S;/R)} =

i=1

R,(E/R) =ire_d'(si /IR) =imif(<3i €S, /R)=mI(G./R)

51(E/R) = Y.5,(5,/R)

i=1

3. Energie cinétique

TE/R) =TS /R)

Cinétique
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Supposons [| (G,s)]la matrice d’inertie du solide S de masse m, de centre d’inertie G.

Objectif : déterminer le moment dynamique au point A du solide S : a(S /R)

©)
[1(6.9)] > [1(AS)]
(1) l (6) Les différentes fagons
. v d’arriver au résultat final sont
o;(S/R) » G,(S/R) indiquées sur le schéma ci-
(4) contre :
) l (7)
v
3(S/R) > 3,(S/R)
©)
Les relations de passage sont les suivantes :
[ (1) 00(S/R)=[1(G,S)]A(S/R)
. dr—
¥ 25 (S/R)=a[csG(S/R)]R
| (3) 8(S/R)=55(S/R)+AG AmI(G/R)
(4) 6, (S/R)=04(S/R)+AGAmV(G/R)
(yé +Zé) —XsY¥s —XgZg
() [(AS)]=[1(G,S)]+m| —Xo¥s (x&+22) -Yoie
~XgZg ~YoZg (xé+yé) s
Avec AG =X, X+Yg Y+ Z
(6) 6A(S/R)=[I(A,S)]Q(S/R)+mAG A V(A €S/R)
(7 a(S/R):{%a(S/R)} +V(A/R)AmV(G/R)
R
Stratégie : il est conseillé d’utiliser le chemin (1)-(2)-(3)
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Inertie équivalente en rotation autour d’un axe

Définition :

Dans le cas d’un systtme comportant plusieurs piéces en révolution a des vitesses de rotation différentes (et éventuellement
certaines en translation), on appelle inertie équivalente ramenée a un axe A, I’inertie lsqa que devrait avoir cet axe en rotation pour
que I’énergie cinétique totale du systéme de piéces en rotation soit égale a :

T(S/ R):%Immz

A

®, : vitesse de rotation de ’axe A

Intérét : I’inertie équivalente ramenée a 1’axe moteur permet d’estimer rapidement le dimensionnement de 1’actionneur.

Exemple 1 :

On considére un réducteur a engrenages a deux étages comportant un pignon d'entrée moteur 1, un arbre intermédiaire 2 avec deux
pignons de Z2a et Z2b dents et un arbre de sortie 3 avec un pignon de Zs dents. Les différents arbres (1, 2, 3) sont en liaison pivot d'axe
X par rapport au bati 0 (non représenté sur la perspective).
La figure ci-dessous illustre schématiquement le dispositif.

arbre intermédiaire 2
\ pignons de Z2a et Z2b dents
moment d'inertie J2

Moteur M
électrique N,

''''''''' —— @ S BN
z3 arbre moteur 1 5
pignon de Z1 dents

moment d'inertie J1

pignon de Z3 dents
moment d'inertie J3

Réducteur a engrenages
a deux étages

L'engrenement des pignons 1 et 2a d'une part, et 2b et 3 d'autre part, permet d'écrire :

& Z1 1 et &:_ZZb 1

o Z2a A o, Z3 qu
Si on estime I'énergie cinétique de I'ensemble & un instant donné par rapport au référentiel galiléen lié au bati :
1

11,1

1 1 1 1
T((1+2+3)/O)=EJ10312 +EJ2(0§ +§J3w§ =§mf(\11+32 TRETY MZ) =5 oy
o 1 11
L'inertie équivalente ramenée & I'axe moteur est donc : Jeq =(J,+J, ? +J, f_z)
1)
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Exemple 2 :

On considere un dispositif d'entrainement en translation d'une table supportant une charge embarquée (supposée liée a la table 2).
La table est en liaison glissiére sans frottement par rapport au bati 0 et en liaison pignon crémaillére avec le pignon moteur 1.

La figure ci-dessous illustre schématiquement le dispositif.
La transmission par pignon crémaillére impose a tout instant : V(t) = R.o(t)

=2 .
Q 10 =at).z

pignon moteur 1
rayon R, inertie J

. X

-* —
Va0 = V(t).x

¢? .

2

crémaillére et masse embarquée 2
masse totale M

Si on estime I'énergie cinétique de I'ensemble & un instant donné par rapport au référentiel galiléen lié au béti :

1

T((1+2+3)/0)=§Jmf+1

1 1
oMV =0l +MRY) =2, o]

TR L 2
L'inertie équivalente ramenée & 'axe moteur est donc : [Jo, = (J+ M R”)
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