Cycle 4: Analyser, modéliser et étudier le comportement des
Systemes Linéaires Continus et Invariants

Chapitre 5 — Prévoir et identifier le comportement des systemes
fondamentaux du 2" ordre
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Amortisseur d'un véhicule automobile Schématisation du mécanisme Modélisation par schéma bloc

Problématique :

- Le comportement réel de certains systémes asservis peut se modéliser par des systémes dits du second

ordre. Comment modéliser de tels systémes ?

Savoirs :
- Mod-C2.3 : Modéles canoniques du second ordre

— Mod-C2-S1 : Identifier le comportement d'un systéme pour I'assimiler a un modéle canonique, a
partir d'une réponse temporelle

Savoir

— Mod-C2-52 : Etablir un modéle de comportement a partir de relevés expérimentaux
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SLCI : étude des systemes fondamentaux du 2nd ordre

1. Prévoir le comportement temporel des systémes du 2™ ordre

1.1. Définition

Les systémes du 2" ordre sont régis par une équation différentielle de la forme suivante :

Ldzs(r] 2§ ds(t)

+s(t)=Kelt
@i dt?  wy dt s(t)=Ke(t)

Dans le domaine de Laplace, 1a fonction de transfert de ce systéme est donc donnée par:

S(p) K
== E{i): 28 p?
1+ —=p+—
g 0

On note :
— K est appelé le gain statique du systéme (rapport des unités de S etde E);
— £ (lire xi) est appelé coefficient d’amortissement (sans unité) ;

Définition

— wy pulsation propre du systéme (rad/s ou s—'). qui peut se noter aussi:

L’amortissement est parfois noté m ou z

Schéma-bloc d’un systéme du second ordre :

K
E(p) E S(p)
1+ —p+—
iy CLJQ

Amortisseur — ressort On considere que la force f(t) est I'entrée du systeme et que y(t) est la valeur de

sortie. y(t) est la position mesurée par rapport a la position d'équilibre.
En isolant la masse M et en appliquant le théoréeme fondamental de la dynamique, on obtient :

ft)=ky(t)—py(t)=Mj(t)

On obtient ainsi une équation classique de la mécanique vibratoire o1 on pose. En passant dans le

domaine de Laplace, on a alors:

F(p)—kY(p)—ppY(p)=Mp’Y(p)<= F(p)=Y(p)(Mp* + k+pp)

t

On peut donc obtenir H puis sa forme canonique : K ' Y0
o 1
g Hp=rPlo 1k — [

2
5 Flp) ktpp+Mp* | pn, M, —
o ®
%
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SLCI : étude des systemes

Par identification on a donc :

< — 1 4] K . B4k p

5 % QG‘JM ?‘2&4.»{‘2‘/—;“14

T

1.2. Caractéristigues de la réponse a un ECHELON (indicielle)
o _Eo K E
Ona: e(t)— EoU(t):>E(p)— P et S(p): H(p)E(p): - 0
1+ 2¢ p+ p—z P
@, @,
K.

On peut mettre la fonction de transfert sous la forme : H(p) =

o +2.Ew,.p+ p?

Pour mener I'étude de la réponse indicielle, il faut tout d'abord s'intéresser aux pdles de la fonction de transfert,

solutions de I'équation :

0

o, +2.E.w,.p+ p°

Le discriminant réduitest : A'= @;.(E2 —1).

Représentation dans le plan complexe :

Cercle de centre 0 ot de royon w, 4 M

Py pOUF 2=0.7 \ - p, pour z=0

@
. R . pietpspourz=1 | 0 Re
Trois cas sont alors a envisager : —
! : : g 2 y!
o £<1=A<0,ilya2racines complexes:|P12= —&.0, * jwy,1-& ppourz07 & | ,
-7 p pour z=

e &=1=A=0,ilyalracinedouble:| P12= — @,

Cas particuliers : pdles correspondant i 2=0,
z=0.7 et z=1.

Représentation dans le plan complexe :

P:=P
P Re

&

e &1=A>0,ilya2racinesréelles:{P12= —&.0, £ @,.

& -1

Représentation dans le plan complexe :

im

P2 Quand z-»o, p; —)0 Re

S St
Quand z—»w, p;>—w 4]

Cas particulier : Représentation des pdles
correspondant @ z infini.
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1% cas : & < 1 donc le systéme est oscillant amorti (ou pseudo-périodique)

Dans ce cas, il y a 2 racines complexes: 65

PL= —Ew, — jo,Al-E2 etp, = —Ew, + jo,A[1—E2 .

On met S(p) sous la forme :

Eo-K.of
pl(p+cw,)? + 02 1~ 7))

S(p) =

La décomposition de S(p) en éléments simples et le calcul

de la transformée de Laplace inverse nous donne : K-Eo
7 8 9 10
ot
E,K|1-—— sin[ @ tafll-£2)+ o avec COS(p) = &
pourt>0s, [s(t)j= —0 5 n
1-¢
T T '
: Loyt 5 '
! ] ] i H
' Régime permanent : Eq.K ; Régime transitoire : — Eq.K. —z.sm(wn tyL-<")+ (/7j |
1
: Lo |
o 1
La courbe admet toujours une tangente horizontaleat=10
* Pente a l'origine de la courbe de sortie s(t) :
a K.,
5'(07) = lim 5'(t) =lim p.[p.S{p)] = lim .=, == =0 —}‘ Pente a I'origine = D|
= p—ra P P p —2.z.mu.p+mu +
Théaréme de la valeur initiale Lo tongente & Forigine est une droite
Transformée de o dérivée (1 nuiles) horizontale
La valeur finale tend toujours vers K.E, (si le systéme est stable), vers K si échelon unitaire.
* Ordonnée en +x de la courbe de sortie s(t) :
2
K.a.m
s(+o2) = lim s(t)=limp.S{p)=lim — e ~=Ka = s{+a0) =K.a
=+ p—=+0 p—0 p s z_z.ﬂgu p + a}n
L. . Le régime établi ne dépend que du gain
Theareme de la valeur finale statigue K alors gue z et wy n'interviennent
que sur le régime transitoire
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SLCI : étude des systemes fondamentaux du 2nd ordre

On observe ’apparition d’oscillations autour de la valeur finale 27
(réponse pseudo-périodique), d’autant plus amorties que & est élevé. o
Pour & = 0, 1a réponse est sinusoidale d’amplitude 2K . "

$/80

Le systeme est donc oscillant amorti, la pseudo-période des oscillations est caractérisée par :

2 27
la pseudo-pulsation @y, : jop= @n A1-¢° = ?

Cas particulier : £ =0 — o = @, d ot le nom de pulsation propre non amortie donnée a ax,

2w
La courbe est donc pseudo-périodique de pseudo-période | T = >
W, A1-&

Performances d’un systéeme du 2°™ ordre en réponse indicielle en régime pseudo-périodigue avec : £< 1

Stabilité

On remarque que plus I'amortissement & est faible, plus la réponse temporelle présente des dépassements importants.
Si £ =0, alors le systéme devient instable.

Lorsque £ est inférieur a 1, la réponse
indicielle génére des dépassements.

: ¥ D Dy o T
On montre que le premier 55

dépassement est obtenu pour :

m 18 L5

L
wy/1—E2

=
2

Résultat

Démonstration :

La recherche des temps des différents dépassements se fait par I’équation imposant une dérivée nulle avec

ki

, EOK.@w? _sut . _ _ o g, =——2
st =—T—xe < “'t.sm(a)n .t.w/il— &2 0 =0= sm(a}n tfll-é? )j =0 La dérivée s'annule pour : |k -
Jo-e?) o,1-¢
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SLCI : étude des systemes fondamentaux du 2nd ordre

Les dépassements sont alors donnés par : Dy = s(ty) - ()

Ekr

- 2
D= — Eo.K.(-D¥e V¢

apreés simplification, on obtient: (Dy est indépendant de a,.

_ &
'1_ 2
Pour le 1°" dépassement, on trouve : |D1 = Eq.K.e g avec t; .z T car T -
w12 w,A1- &2
i
On ret i Ia relati le 1°° dé t relatif :| Dir = D,08) _s(t)=s(=) __ Dy _ g 1ef
n retrouve aussi la relation pour le épassement relatif : [ “1R 100 5(c0) E, K

A partir de expression du 1% dépassement, on peut en déduire I’expression du coefficient d’amortissement :

|n(D1):5'_” ‘- In(Dye )

\/1_52 - _\/”2+(|n(D1R))2

Remarque : si & = 0 = nous avons un oscillateur parfait /e,\ /-
" i

L’abaque ci-dessous permet de connaitre la valeur du k*™ dépassement en fonction du facteur d’amortissement. Lorsque
I’amortissement tend vers 1, on peut ainsi mettre en évidence que la valeur des dépassements est de plus en plus faible.

P

10~

IpasseTnent

E : nuniro de dépassement

1 *
0 !
Amorrissemnent &
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SLCI : étude des systemes fondamentaux du 2nd ordre

Rapidité

La rapidité d’un systéme du second ordre va se calculer par le temps de réponse a 5%. Le temps de réponse dépend de @ et §
et ne peut pas s’écrire sous une forme analytique simple.

L’abaque ci-contre donne le temps de réponse 4
réduit tr5%.ay en fonction du coefficient ) i
. Vi
d’amortissement &,
2ol N /
3 o | //
3 T
. =
a; | T
o N ]
3 7T
X Val
o N /
- .g 10 A
On note que le temps de réponse D NESi oA
A S s
est minimum lorsque & ~ 0,7. Dans S j
ces conditions : 2
g
E e =) (;,01 0,03 0,05 0,10 03 05 45 710 20 40 &0 i0Q
® Coefficient d'amortissement du second ordre

Remarque : le temps de réponse minimal a 5% d’erreur est donné pour un dépassement : D; = 0,05.K.E,

In(D
En utilisant la relation & = 2| (O ) — définie ci-dessus, on trouve | Trsy, minimal pour £~0,69
\/” + (In( DlR))
/_‘ 5:069 E 100 \
1 7 Pl E \
] a
] ; |
ce - E=1 ; S
L . !
0.5 E
L/ § T e
0144 : : -V ordm a plus rapide
] | |
0.2 1 1
p | 1 1
i I : 1| &l 1 10
o Coefficient d amortissement
3
Précision

La précision est définie par I’erreur statique g est donné pour : g, = tIim [e(t) —s(t)]=Ey — Eq.K =|Ey.(1- K)
—0

Remarque trés importante : [’erreur statique n’a de sens que Si e(t) et s(t) sont de méme dimension.
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SLCI : étude des systemes fondamentaux du 2nd ordre

2°Me cas ; € > 1 donc le systeme est non oscillant (apériodique) et amorti

Dans ce cas, il y a 2 poles réels, p; = — ., —w,4/E2—1 etp, = — Ew, +0,4/E% -1

Comme il n’ y a pas d’oscillations, il n’est pas intéressant de rechercher une pulsation propre pour le systéme.

1 1
On définit alors| t; = _F etf 1, = —p— comme les constantes de temps (en seconde) du systeme.
1 2
1
Sachant que : S(p)=H(p).E(p)= K > _5, 5
1+ i p + LZ p 3
@n @n 24

n 1 2 4 1 a [ 7 5 1 11
On peut factoriser le dénominateur sous la forme : e
S K& = : def b
_ : )= ; - ; i definir Zet o si -~
(p) 0.0+ 7,.p)-(L+ 7.p) avec : |(T1+T2) o, et | (t1.12) wnz (on peut aussi définir £et w, si besoin)

1 7 1 2 1
-7 (1+Tl-p) -1 (L+7,.p)

Aprés décomposition en 3 éléments simples, on obtient : S(p) = = EO.K{—+ -
p

En utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient :

E
pour t > 0s, s(t) = Eo-K + . <

______________________________________________________________

Le systéme peut donc étre représenté par le schéma ci-dessous:

Elp) 1 1 S(p)

1+1.p 1+p
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SLCI : étude des systemes fondamentaux du 2nd ordre

Détermination d’un second ordre : régime apériodique
par identification
K
Ap)s—7——F7—
(1+T.p)(1+ Ty p)
Ker 1 () L+, On trace la tangente au point
- d'inflexion et l'intersection de cette
2% tangente avec l'axe des abscisses
08 T« T ’ et 'asymptote horizontale, donnent
’ 4 les valeurs T; et T-.
donc ler ordfe
0.6 // Il est alors nécessaire de tracer la
/ réponse théorique pour vérifier
/ qu’elle modélise correctement la
047 / réponse expérimentale.
/
/
o2l 7 Avec : T+T, = 28 4 (t1712) =1
/ a)n a)f
/ t
00 T 5 10 15 20
S 15 . - - - ~ “ o

Eo=K=1

Amplitude

A 1 L ' 1 Il i 1 i J

0 5 10 15 20 25 3o 35 40 45 50
Temps (s)

Réponse d’un systéme du 2°™ ordre & un échelon e(t) = Eq.u (t) avec : £> 1

Attention: si une constante de temps est négligeable devant l'autre par t; << T , alors le systéme du 2nd ordre peut étre
modélisé par un ler ordre de gain statique K et de constante de temps 1,

t

s(t)=KE.|1-e ™ |u(t) , slo)= K
+"52.p
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Performances d’un systéeme du 2°™ ordre en réponse indicielle en régime apériodique amorti avec : &> 1

Stabilité

On remarque la réponse temporelle ne présente pas de dépassement quand & > 1
Donc pour £ > 1, un systéme du 2°™ ordre est toujours stable en réponse indicielle.

Rapidité

Le critere est le trsy, Sans depassement car & > 1.
On définit le temps de réponse a 5% a I’aide de I’abaque du temps de réponse réduit (Tr.w,) en fonction de (€ ou z)

Précision

Elle est définie par ’erreur statique & est donné pour : g5 = tIim [e(t) —s(t)] = E, — Eo.K =|Ey.(L- K)
—0

Remarque trés importante : [’erreur statique n’a de sens que si e(t) et s(t) sont de méme dimension.

Tangente horizontale a l'origine

0 5 10 15 20
t(s)

est comparable a celle dun 1er ordre mise a part la tangente
horizontale a lorigine.

: La réponse indicielle d'un systéeme du 2nd ordre caracterisé par z > 1
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SLCI : étude des systemes fondamentaux du 2nd ordre

. M W
]
e
i = i

3*M cas : & = 1 donc le systéme est non oscillant et amorti (apériodique critique)

1 1
Dans ce cas, on a une racine : p;, = — w, = on définit: |t = —p— = a)_ comme constante de temps (en seconde) du systéme.
1,2 n
Sachant que : S(p)=H(p).E(p) = K_2 .5,
1+—§ p+ p—z P
(O oM
On peut factoriser le dénominateur sous la forme :
< K.Ey 2= 2 o | 1
= avec : a)=— |et [ ()= %
)= b1+ 7.p)2 o, o°
Aprés décomposition en 3 éléments simples, on obtient : S(p) = = E;.K| i ? 5
p (+zp) @+zp)

En utilisant la transformée de Laplace inverse, on obtient ;

t
t —_
pour t > 0s, |s(t) = Eq.K. l—(1+;).e :

“ﬁﬁ)
s(=0)=K.Eqg = 5(0)=0
= Pente de la tangente a [ origine :
t
z=1 ()= EO.K.[(tZ).e’J
T
z>1

donc s'(0) = 0 (tangente horizontale a Iorigine)

1

= Position du point d’inflexion pour : t = 7= ——
temps o0

Modélisation des SLCI — Etude des systemes du 2nd ordre page 12/19



LANAT
1 | e

L ———

CPGE — PTSI Mr Pernot
SLCI : étude des systemes fondamentaux du 2nd ordre

Performances d’un systéeme du 2°™ ordre en réponse indicielle en régime apériodique amorti avec : &> 1

Stabilite

On remarque la réponse temporelle ne présente pas de dépassement quand & = 1
Donc pour & = 1, un systéme du 2°™ ordre est toujours stable en réponse indicielle.

Rapidité

Le critére est le trsy, sans dépassement car & = 1.
La réponse est plus rapide que si § > 1 (tr5% = 5ay), mais ’allure de la courbe est trés similaire.
On définit le temps de réponse a 5% a 1’aide de I’abaque du temps de réponse réduit (Tr.c,) en fonction de (& ou z)

10— = e

"

Systéme du 2° ordre
TEMPS DE REPONSE REDUIT
Tr on
en fonction de I'amortissement Z,

temps de réponse réduity w,

w
=

S -

| i Pl ? ils
' ! | il | 11
| | . ‘
01 0.030.05 01 0.3 058 U 3 05 10 30 S0 100

facteur d'amortissement Z

Précision

Eo.(1—K)

Elle est définie par ’erreur statique & est donné pour : g5 = t|im [e(t)—s(t)]=E; —Ey.K =
—o

Remarque trés importante : [’erreur statique n’a de sens que si e(t) et s(t) sont de méme dimension.
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SYNTHESE:

On retiendra les résultats suivants, obtenus a partir de I'étude des équations temporelles.
s(t)
b
o

K-E,

Tube des 5%

2. Comportement temporel des systémes d'ordre guelconque

Suivant la nature des pdles de la fonction de transfert, la réponse du systéme présentera les différentes allures suivantes :

L 3 Régime \

. oscillatoire -
divergent
= (2 racines
- complexes
Régsme Ré : « ap. réelle
gime / .
::‘:::m"a \ - oscillant ~ ¥ 7 J positive
\ X \ sy !
v \ T /
\ \ / %
e A | \ [ -
b \ Ly t
| \| \ Iy | Régime non
| *x \ b4 oscillatoire
X | divergent
| ; (1 racine réelle
| =
! : Régime non
oscillatoire
amorti
— _/ - /)
Y Y
Systemes stables Systemes instables

La sortie s(t) n’est stable que si les racines du dénominateur de la fonction de transfert (pdles de la fonction de transfert)
sont tous a partie réelle négative.
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o |

3.

Identification a partir du modéle de comportement

Réponse avec dépassement

Exemple : considérons un systeme dont la fonction
de transfert est inconnue et dont la réponse a un

échelon d’amplitude Ey=2 obtenue
expérimentalement, est donné ci-contre.

Elle s’apparente a la réponse d’un systéme du 2éme

ordre : valeur finale, tangente a I’origine nulle,
dépassements d’amplitudes décroissantes.

Cette simple observation permet, a priori,
de proposer comme modéle de
comportement du systéme, une fonction de
transfert de la forme :
2
2
=)

Dans ce cas-la, trois parametres a identifier
sont : le gain statique K, le facteur
d’amortissement z et la pulsation propre a».

K

H(p)=
1+£p+
2}

sgt)

O L I Ll
401 .
30} - |
20} .
10}/ .

i : ; t(s)
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
On applique un
signal test de type
échelon en entrée
du systeme
J, N — —
On reléve La courbe
expérimentalement expérimentale
la réponse du présente un
8 Z 5
systeme depass:menh Modale du 2tm
- >4 ordre oscillatoire
oui amorti (2<1)

ordre sont identifiées ainsi :

Dl% =e

trso, - g et le facteur d’amortissement.

Dans le cas d’une réponse a un échelon avec dépassement, les caractéristiques du 2°™¢

- Ka partir de la valeur finale et de la relation s(+0)=KE ;

-z a partir du premier dépassement Dix et en utilisant I'abaque qui lie le
dépassement au facteur d’amortissement ou avec la relation

—Zn

1=z

- ap a partir de la pseudo période T. et en utilisant la relation T, =

relevant la valeur de trsy et en utilisant 'abaque qui lie le temps de réponse réduit

2

0)0‘\“.—22

ou en

Modélisation des SLCI — Etude des systemes du 2nd ordre
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SLCI : étude des systemes fondamentaux du 2nd ordre

Application : a partir de la réponse expérimentale a un échelon d'amplitude 2, identifier les
parameétres du systéme modélisé par un deuxiéeme ordre.

s(t)
50 ;

Smax =42 |- ---
max 40

30
K-Ey=28 [IEEES

10}

]
]
]
]
]
1
1
1
1
20} 1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

0 1 ! L t (S)
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

T,=67ms

A7 - Identifier la valeur de K
La valeur finale vérifie : s(+o)=KEq , d'ou K=28/2=14

A8 - Identifier la valeur de z
42-28

Smax ~ S

Sen

On reléve Dyy = =50 %

Sur I'abaque qui lie le dépassement au facteur d’amortissement on trouve : z=0,21.

-Z-T
[ -z.7
On peut aussi utiliser la formule : 0,5=D;¢ =eV¥17Z" =1In0,5= == [In0,5)2.(1—22}: 2.l
1-z

= (In0,5)* = z?'-(ir2 +('“U»5)2)

(In0,5)

2 3 ~0,21
7°+(In0,5)

donc Z=

A9 - Déterminer la pulsation amortie puis ax
Onreléve T, =67 ms et trgy, ~140ms

On en déduit donc que :

i 2 2
67.1073 :7”:»(00 = il donc @y==95 rad/s

wpN1-22 67.1073\/1-0,212
On peut aussi utiliser 'abaque qui lie le temps de réponse réduit trg; - @ et le facteur d’amortissement pour
trouver ce résultat.
13

13
Pour z=0.21 = trgg, - g =13 =g =—— donc ayp t73293rad/s
trs% 140.10”

A10- En déduire une fonction de transfert représentative du comportement du systeme

Hip) = ————
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!

Réponse sans dépassement

Exemple : considérons un systéme dont la

fonction de transfert est inconnue et dont la s(t)
réponse a un échelon d’amplitude Eg =2 12
obtenue expérimentalement, est la suivante : 10
8
Elle s’apparente a la réponse d’un systéme du 6
2éme ordre : valeur finale, pente a I'origine nulle,
pas de dépassement, un seul point d’inflexion. 4
2
Cette simple observation permet, a priori, de 0

proposer comme modéle de comportement du
systéme, une fonction de transfert de la forme :

K

2
1+2;zp+ B2
oy (@

H(p)=

On est dans le cas ot z21. Il n’y a pas
de dépassement ni d’oscillations et le
dénominateur de H(p) admet 2
racines réelles (A=0). Il est préférable
alors d’écrire la fonction de transfert
sous la forme :

Dans ce cas-l3, trois parameétres a identifier sont : le gain statique K, les deux constantes de temps 7 et (1),

On applique un
signal test de type

échelon en entrée
du systeme

t (s)

Le courbe
expérimentale
présente une pente
nulle a Iorigine ?

A 4

On reléve La courbe H
o s oui

expérimentalement expérimentale

la réponse du présente un
systéeme dépassement ?
K
H(p)=
(1+71-p)1+75-p)

- Ka partir de la valeur finale ;

Dans le cas d’'une réponse a un échelon sans dépassement, mais avec pente nulle a
Porigine, les caractéristiques du 2™ ordre sont identifiées en supposant que pour t
suffisamment grand, la courbe est assimilable a un premier ordre de constante de
temps 7, avec un retard 71. Les caractéristiques sont déterminées ainsi :

- 711 et 12 a partir de la tangente a la courbe au point d'inflection

Modele du 2™
ordre amorti
(z21)

Modélisation des SLCI — Etude des systemes du 2nd ordre

page 17/19



CPGE — PTSI Mr Pernot

SLCI : étude des systemes fondamentaux du 2nd ordre

Application : a partir de la réponse expérimentale a un échelon d'amplitude 2, identifier les
parametres du systeme modélisé par un deuxieme ordre.

A1l - Déterminer les constantes de temps.

s(t)
12}

| | | | | 1 l l t (S)

o N A OO @
T
]

A12 - Déterminer la fonction de transfert et les caractéristiques de la fonction

K=s(+2°)/Eo= 6 d'ou :

Réponse sans dépassement avec pdle dominant ni<<n,

Lorsqu’une constante de temps est négligeable devant |'autre, la réponse temporelle a un échelon

. i K "
d’un systéme du 2™ ordre amorti modélisé par H(p)= est proche de la réponse
(1471 p)1+73p)
temporelle a un échelon d’un systéme du 1°" ordre modélisé par H(p)= & .
(1+7, p)
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Abaques
tE ST
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on | \BIL': /I\\D"'/ B \
A

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.1 02 03 04 0S8 1
facteur d'amortissement

1000

\\
i

10
/ 2=0,69
systéme du 24
ordre le plus rapide
[

0,01 0,1 1 10
Coefficient d’amortissement

Temps de réponse réduit
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